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1. i.
(a.ε + a.b.ε)‖c.ε =
(a.ε + a.b.ε) bb c.ε + c.ε bb (a.ε + a.b.ε) + (a.ε + a.b.ε)|c.ε =
a.ε bb c.ε + a.b.ε bb c.ε + c.(a.ε + a.b.ε) + a.ε|c.ε + a.b.ε|c.ε =
a.c.ε + a.(b.ε‖c.ε) + c.(a.ε + a.b.ε) + δ + δ =
a.c.ε + a.(b.c.ε + c.b.ε) + c.(a.ε + a.b.ε)

1. ii.
∂{a,b}(a.ε‖b.ε‖b.ε) =
∂{a,b}(a.ε bb (b.ε‖b.ε) + b.ε bb (a.ε‖b.ε) + b.ε bb (a.ε‖b.ε) + (a.ε|b.ε) bb b.ε +
(a.ε|b.ε) bb b.ε + (b.ε|b.ε) bb a.ε) =
∂{a,b}(a.b.b.ε + b.(a.b.ε + b.a.ε) + c.b.ε) =
δ + δ + c.δ =
c.δ

1. iii.
τa(a.b.ε‖a.b.ε) =
τa(a.b.ε bb a.b.ε + a.b.ε bb a.b.ε + a.b.ε|a.b.ε) =
τa(a.(b.ε‖a.b.ε) + δ) =
τa(a.(b.ε bb a.b.ε + a.b.ε bb b.ε + b.ε|a.b.ε)) =
τa(a.(b.a.b.ε + a.(b.ε‖b.ε) + c.(ε‖b.ε))) =
τa(a.(b.a.b.ε + a.b.b.ε + c.b.ε)) =
τ.(b.τ.b.ε + τ.b.b.ε + c.b.ε) =
τ.(b.b.ε + τ.b.b.ε + c.b.ε)

1. iv.
π2(a.b.δ‖τ.δ) =
π2(a.b.δ bb τ.δ + τ.δ bb a.b.δ + a.b.δ|τ.δ) =
π2(a.(b.δ‖τ.δ) + τ.a.b.δ + δ) =
a.π1(b.δ‖τ.δ) + τ.π2(a.b.δ) =
a.π1(b.τ.δ + τ.b.δ) + τ.a.b.δ =
a.(b.π0(τ.δ) + τ.π1(b.δ)) + τ.a.b.δ =
a.(b.τ.δ + τ.b.δ) + τ.a.b.δ =
a.(τ.(b.δ + δ) + b.δ) + τ.a.b.δ =
a.b.δ + τ.a.b.δ

2.i.
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3.i.
Omdat er voor alle termen x, y basistermen x′, y′ zijn met x = x′, y = y′, is het
voldoende om de eigenschap aan te tonen voor basistermen. We bewijzen de
eigenschap met inductie naar de structuur van x.

Basis
x ≡ ε. Dan ε|τ.y = δ.
x ≡ δ. Dan δ|τ.y = δ.

IH x′|τ.y = δ, x′′|τ.y = δ voor alle y.

x = a.x′: a.x′|τ.y = δ

x = x′ + x′′: (x′ + x′′)|τ.y = x′|τ.y + x′′|τ.y = δ + δ = δ. 2

3.ii.
Tegenvoorbeeld: x = ε, y = ε. Dan x bb τ.y = ε bb τ.ε = δ, maar x bb y = ε bb ε = ε.

3.iii.
τ.(τ.x‖y) =
τ.τ.x bb y =
τ.(τ.(x + δ) + δ) bb y =
τ.(x + δ) bb y =
τ.(x‖y).

3.iv.
τ.x‖τ.y =
τ.x bb τ.y + τ.y bb τ.x + τ.x|τ.y =
τ.(x‖τ.y) + τ.(y‖τ.x) + δ =
τ.(τ.y‖x) + τ.(τ.x‖y) =
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τ.(y‖x) + τ.(x‖y) =
τ.(x‖y)

4.i.
U‖V = a.(U ′‖V ) + d.(U‖V ′)
U ′‖V = c.(U‖V ) + d.(U ′‖V ′) + e.(U‖V ′)
U‖V ′ = a.(U ′‖V ′) + b.(U‖V )
U ′‖V ′ = c.(U‖V ′) + b.(U ′‖V )

∂H(U‖V ) = a.∂H(U ′‖V )
∂H(U ′‖V ) = e.∂H(U‖V ′)
∂H(U‖V ′) = a.∂H(U ′‖V ′) + b.∂H(U‖V )
∂H(U ′‖V ′) = b.∂H(U‖V ′)

Dus de procesgrafen voor X, U, V, U‖V, ∂H(U‖V ) zijn:

4



$b$

b

X

a b

a

U

a c

V

d

U‖V

a

c d

b

e

d

b a

c

∂H (U‖V )

a b

b a

e

4.ii.
De procesgrafen voor X en W zijn rb-bisimilair.
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4.iii.
Van 4.i. hebben we dat
W = a.W ′

W ′ = τ.W ′′

W ′′ = a.W ′′′ + b.W
W ′′′ = b.W ′

of

W = a.τ.W ′′ = a.W ′′

W ′′ = a.W ′′′ + b.W
W ′′′ = b.W ′

en het is nu duidelijk dat X = W .

4.iv.
We bewijzen dat πn(X) = Xn, πn(X ′) = X ′

n en πn(X ′′) = X ′′
n voor alle n ≥ 1

met inductie naar n.

Basis π1(X) = a.δ = X1, π1(X ′) = a.δ + b.δ = X ′
1, π1(X ′′) = b.δ = X ′′

1

IH πn(X) = Xn, πn(X ′) = X ′
n, πn(X ′′) = X ′′

n .

Dan πn+1(X) = a.πn(X ′′) + b.πn(X) = a.X ′′
n + b.Xn = Xn+1.

πn+1(X ′) = a.πn(X ′′) + b.πn(X) = a.X ′′
n + b.Xn = X ′

n+1.
πn+1(X ′′) = b.πn(X ′) = b.X ′

n = X ′′
n+1. ¤

5.i.
X(b) = ∂H(P1(b)‖P2) = coffer.∂H(Q1(b)‖Q2(b)) = coffer.X1(b)
X1(b) = creject.∂H(P1((b + T + 1)div2)‖P2) = X1(b) =

=
{

creject.X((b + T + 1)div2),
caccept.cpay.ε,

als 0 ≤ b < B
als b ≥ B

5.ii.
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O(b) = τ.τI(∂H(Q1(b)‖Q2(b))) = τ.O1(b)
O1(b) = τ.τI(∂H(P1((b + T + 1)div2)‖P2)) = τ.O((b + T + 1)div2), 0 ≤ b < B
O1(b) = τ.cpay.ε, b ≥ B
Voor T = 128.000, B = 112.000 is de procesgraaf van O(0) de volgende:
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Het is rb-bisimilair met de graaf voor τ.cpay.ε.

5.iii. Als T < B vindt er geen verkoop plaats.
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